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Resumen

Se han caracterizado las transiciones de fase, tanto de estado fundamental como de estados excitados,
en dos sistemas cuanticos diferentes: el oscilador cuartico y el modelo de Lipkin-Meshkov-Glick. Se
han calculado y representado magnitudes ttiles en la caracterizacién de transiciones de fase cudnticas
como son la fidelidad cuantica y su susceptibilidad o la densidad de estados, la razoén de participacién
y la diferencia de energia entre niveles consecutivos. Las dos primeras se calculan para transiciones
de fase de estado fundamental y las tres ultimas para transiciones de fase de estados excitados. Para
este estudio, se han desarrollado varios programas en lenguaje Python que escriben y diagonalizan
las matrices de los distintos Hamiltonianos analizados en este trabajo y calculan las magnitudes
mencionadas.
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Summary

Quantum phase transitions for both, ground and excited states, have been characterized in two
different quantum systems: the quantum quartic oscillator and the Lipkin-Meshkov-Glick model.
Several quantitites, that have proven useful in the identification of quantum phase transitions, have
been calculated and plotted, such as the quantum fidelity and the fidelity susceptibility for ground
state quantum phase transitions, and the density of states, the inverse participation ratio and the
energy difference between consecutive energy levels for excited-state quantum phase transitions. In this
way, several codes have been developed in Python language that write and diagonalize the matrices for
the different Hamiltonians analyzed in this work and compute the mentioned quantities.
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CAPITULO

Introduccion

1.1 Motivacion

n termodinamica, el estudio de las transiciones de fase se centra en cémo se alteran las

propiedades de un sistema al cambiar su estado de agregacion. Para llevar esto a cabo se

analiza la dependencia de las propiedades del sistema de ciertas variables -o parametros- de
control. En el punto critico de una transicién de fase, una pequena variacién en los valores de los
parametros de control conlleva un cambio abrupto en alguna de las propiedades del sistema.
Las transiciones de fase cudnticas (QPTs, del ingles quantum phase transitions) son, al igual que
las anteriores, funciéon de uno o varios pardmetros de control. Estos pardmetros forman parte del
Hamiltoniano del sistema. De forma andloga a las transiciones de fase termodindmicas, se puede usar
para su clasificacién el criterio de Ehrenfest, otorgandoles un orden de acuerdo a la derivabilidad
de la energia del sistema: las transiciones de fase de primer orden implican la aparicion de una
discontinuidad en la primera derivada de la energia del estado fundamental, las de segundo orden
presentan la discontinuidad en la segunda derivada, etc. El estudio de las QPTs se ha desarrollado
considerablemente en los tltimos afios en diferentes sistemas fisicos [1,2]. Ademads, recientemente, el
estudio de las QPTs se ha extendido mas alla del estado fundamental, a las transiciones de fase de
estado excitado (ESQPTs, del ingles excited-state quantum phase transitions), donde las transiciones
se caracterizan por la existencia de discontinuidades en la densidad de niveles de energia o en sus
derivadas para unos valores criticos de la energia [3—0]. Al representar la energia frente a un pardmetro
de control aparecen unas lineas de alta densidad de niveles de energia, llamadas separatrices, que
separan dos fases distintas del sistema, por ejemplo, zonas donde existe degeneracién en los niveles
de otras donde la degeneracion se rompe [0]. En este trabajo se estudiaran las QPTs y ESQPTs que
presentan dos sistemas cudnticos diferentes: el oscilador cuartico en una dimension, y el modelo de
Lipkin-Meshkov-Glick [7].
El oscilador cuartico se diagonaliza usando una base de oscilador arménico en el formalismo en segunda
cuantizacién para asi obtener los autoestados. La base de oscilador armonico es infinita, con lo que
es necesario determinar una dimensién a la que truncar la forma matricial de Hamiltoniano para
la diagonalizacién [3]. La dimension a la que se trunca la matriz se puede seleccionar buscando la
convergencia entre autovalores (o autovectores) para una tolerancia dada. Por otra parte, el modelo de

7
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1.2. Aspectos relevantes

Lipkin-Meshkov-Glick se diagonaliza sobre una base finita y no es necesario el andlisis de convergencia
descrito para el oscilador cuartico.

1.2 Aspectos relevantes

Si se considera un Hamiltoniano, H(g), que varia como funcién de un parametro, g, se puede

estudiar la evolucién de la energia, tanto del estado fundamental como de los estados excitados en
funcién del parametro g. La teoria de Transiciones de Fase Cuanticas pretende encontrar los puntos
no analiticos de la energia en funcién de este parametro. Para llevar a cabo el estudio de QPTs y
ESQPTs, es necesario diagonalizar el Hamiltoniano del sistema cudntico elegido. Una vez obtenidos
los autovalores y autoestados, se pueden calcular algunas magnitudes que ayudan a la identificacion
y andlisis de las transiciones. Para el estudio de las QPTs, la fidelidad cuéntica y susceptibilidad de
dicha fidelidad permiten comprobar el solapamiento entre funciones de onda de estado fundamental
para Hamiltonianos con valores muy proximos del pardmetro de control. Este solapamiento es minimo
entre los valores del pardmetro del control entre los que se encuentra el punto critico [9]. El estudio
de las ESQPTs puede realizarse analizando magnitudes como la densidad de niveles, la diferencia de
energia entre niveles y la razén de participacion, donde se analiza la cantidad de estados de la base
que participan en cada autoestado del Hamiltoniano. Estas magnitudes presentan puntos criticos
para la energia critica de la ESQPT. Para cada Hamiltoniano se analizaran distintos pardmetros de
control y, cuando sea necesario, parametros de orden. Se denominan parametros de orden a aquellos
operadores, como por ejemplo el valor esperado de la posicién, (X), que presentan también puntos
criticos al alcanzarse la ESQPT. Es importante sefialar que el caracter finito de los sistemas estudiados
(sistemas mesoscépicos) hace que se suavicen las discontinuidades tipicas de las transiciones de fase
térmicas. Por tanto, encontraremos precursores de dichas transiciones -que resultan muy relevantes
incluso para sistemas de tamafio pequeno- y que, al aumentar el tamafo del sistema, tienden a las
discontinuidades esperadas en el limite termodindmico.
En este trabajo se estudiard un Hamiltoniano para un potencial cuartico, con tres parametros de
control que se corresponden con los coeficientes de los términos ctubico, cuadratico y lineal del potencial.
Para el modelo de Lipkin-Meshkov-Glick se analizardan dos Hamiltonianos: uno simplificado y otro en
el que se incluye una correccién anarmoénica. Para el estudio de estos Hamiltonianos se prepararan
distintos cédigos en lenguaje Python. En primer lugar, los codigos que generan y diagonalizan la
matriz Hamiltoniano, uno para el oscilador cuartico y otro para cada Hamiltoniano del modelo de
Lipkin-Meshkov-Glick. En el caso del oscilador cuartico, ademaés, se anadird una funcién para alcanzar
la convergencia entre autovalores aumentando la dimensién de la base truncada de oscilador arménico.
Se han escrito cdédigos para calcular y representar el potencial y las funciones de onda del oscilador
cuartico. Ademads, también se han preparado codigos para el célculo y representacién de los diagramas
de energia, parametros de orden y las magnitudes relacionadas con las QPTs y ESQPTs.

1.3 Objetivos

El objetivo principal de este trabajo consiste en analizar y comparar las transiciones de fase
cuanticas que se presentan en dos sistemas cuanticos diferentes: el oscilador cuértico y el modelo de
Lipkin-Meshkov-Glick. En ambos casos se analizaran las QPTs y ESQPTs. Asi mismo, se aplicaran los
cddigos preparados a distintos casos de los dos sistemas estudiados y se mostraran ejemplos de QPTs y

8
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1. Introduccién

ESQPTs de primer y segundo orden y de sus ESQPTs asociadas.
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CAPITULO

Metodologia

n este capitulo se describiran los método utilizados en este trabajo para el estudio de las
transiciones de fase cuanticas. Por un lado, se explicard el enfoque y los calculos realizados
para el andlisis del oscilador cuartico. Este potencial presenta distintas formas en funcién de
los valores que tomen los parametros de control.
Por otra parte, se describird el modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (LMG), donde se acoplan sistemas de
dos nives cuanticos con una interacciéon de largo alcance. En él se analizaran las transiciones de fase
para dos Hamiltonianos, uno mas general y otro con una correccién anarmonica.
Para el estudio de las transiciones de fase cuanticas, se analizaran algunas magnitudes que permiten
identificarlas y caracterizarlas, asi como descubrir qué caracteriza a los autoestados mas cercanos a
la energia critica de las transiciones estudiadas. Se han estudiado la densidad de niveles, la razén de
participacion, la diferencia de energia entre niveles o la fidelidad cuantica y la susceptibilidad.

2.1 Oscilador cuartico

El oscilador cuartico se caracteriza por presentar uno o dos minimos, dependiendo de los valores
asignados a los parametros de control. Cuando el potencial es puramente cuartico y presenta un solo
minimo, la estructura es similar a la del oscilador armoénico, pero con un fondo mas plano. Cuando el
pardametro que afecta al término cuadratico es negativo, el potencial presenta dos minimos que pueden
ser simétricos o asimétricos dependiendo de los pardmetros ctbico y lineal. Este potencial, también
llamado de sombrero mexicano o de botella de champén, constituye uno de los ejemplos mas claros de
ruptura espontanea de la simetria, con aplicaciones en multiples campos [10, 11]. Recientemente, este
tipo de potenciales se ha utilizado, por ejemplo, para modelar el proceso de isomerizacion en moléculas
como el HCN [12].

La funcién de potencial cuartico estudiada en este trabajo es de la forma:
V(z) = Agxt + Azx® + Aya® + Ay . (2.1)

El comportamiento de esta funcién segin el valor de los pardmetros de control Ay, As, As y A4, con
Ay > 0, puede estudiarse utilizando la Teoria de las Catastrofes [13], que asocia a este tipo de potenciales

11
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2.1. Oscilador cuartico

una catastrofe en cispide con transiciones de fase de estado fundamental de primer y segundo orden.

La forma reducida de esta funcién puede obtenerse mediante la transformacién de Tschirnhaus [14], es
A
decir, haciendo el cambio de variable z = z — 8
4A4
W(z) = 2"+ az® + bz (2.2)
con:
_ A 34
“T A, sAr
Ay AlAs A3
p= 1 3
A, 242 Az’
Vv AA 343 Ay A3
W(Z) _ (.%') 1413 3 2433

Ay 4A2 T 25641 1643

De esta forma se elimina el término cibico y la forma del potencial queda en funcién de solo dos
parametros a y b. De acuerdo con la Teoria de las Catastrofes, esta expresion simplificada del potencial
presenta la misma fenomenologia que el potencial de la Ec. (2.1) con A4 > 0y se le asocia la catéstrofe
elemental en cispide (o en fruncido). Esta catastrofe se denota, dentro de la clasificacion de las posibles
catéstrofes, como catastrofe Az y lleva asociado un potencial igual al de la Ec. (2.2) [13]. Para encontrar
los puntos criticos del potencial (2.2), se iguala a 0 su primera derivada:

dw (z)
dz

=42° +2az +b (2.3)

El estudio y clasificaciéon de los puntos criticos en el potencial cudrtico de este trabajo puede realizarse
empleando el método de Cardano [15]. Si partimos de la forma reducida del potencial cudrtico (2.2), la
ecuacién que hay que resolver para encontrar las raices de la primera derivada es de la forma:

24 pz+q=0, (2.4)

1 1
donde, para simplificar el cdlculo, se ha dividido entre 4 la Ec. (2.3) y, entonces, p = 20y a= Zb' El

discriminante, A, viene dado por:

(1))

e Si A > 0: la ecuacién tiene una solucion real y dos complejas.

e SiA=0:sip=¢q=0,laecuacién tiene un tnica solucion real triple z = 0. Si no, la ecuacién

tiene dos soluciones reales, una simple y una doble.
e Si A < 0: la ecuacién tiene tres soluciones reales.

Del valor de p y ¢, relacionados con los parametros de control del potencial (a y b), depende la
forma que adoptara el potencial, como se puede ver en la figura 2.1.
En las siguientes subsecciones se procedera a formular el problema cuantico del oscilador cuartico
en una dimensioén, asi como su resolucién usando el método de segunda cuantizacién y una base de

oscilador armonico.

12
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2. Metodologia

\
CAVERRRV\VERNRVAY

Figura 2.1: Formas del potencial cudrtico segin los pardmetros a y b de la Ec. (2.2) [13].

2.1.1 Hamiltoniano

El operador Hamiltoniano para el potencial cuartico es:

p2 h2 d2

FI:——I—V(.%‘):—mw—l—(A4$4+A3$3+A2x2+141x) s (26)

2M

con el conmutador [z, p] = ih y donde se asume M = Km, con m como unidad de masa en las unidades
de interés y K como parametro adimensional. Se definen las unidades de coordenada y momento

1 1 1
Ag\© 1 s 2 6
adimensionales como X = — <8m 4>6 zy P = (Ao)p: ( >Gp’ con Ao = < h ) 8],

o\ n? h 8mAhi 8mAy
Reescribiendo el Hamiltoniano (2.6) en términos de la coordenada X y el momento P, se obtiene:

H 4pP?
= 4+ X4 B3 X34 By X?+ B X, (2.7)

H
€0 K

Ayh?

1
3

642> , v se han redefinido
m

donde se ha normalizado con la escala de energia del problema, ¢y = (
8m \ o 3 om 2
m 6 m 3 m
los parametros del potencial como By = Aj <AZEQ> , Bo =2A5 (A?lhz> ,y B =2A; (W) .
2.1.2 Segunda cuantizacién
Con el objetivo de resolver la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para el Hamiltoniano

propuesto (2.7) usando la base de oscilador arménico monodimensional, es conveniente trabajar usando
el formalismo de segunda cuantizacion, introduciendo los operadores de creacién y aniquilacién u

13
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2.1. Oscilador cuartico

operadores escalera: al y a. El Hamiltoniano para el oscilador armoénico en una dimensién es:

N 2 K2 d? 1
Hyo = % + VHo(ZL‘) = ——— =+ “mw?z?

— 2.
2 2m dx? 2 (2:8)

La unidad natural de energia para el oscilador arménico es hw y la unidad natural de longitud es

h
Ay = () *. Definiendo la unidad adimensional de la coordenada como y = /N, el Hamiltoniano
mw

del oscilador arménico (2.8) se transforma en:

Huo = T —W + YA (2.9)

y las funciones de onda del oscilador arménico se expresan como:

() = tn(y) = JLM Ho(y) e (2.10)

2nn)
donde H,(y) son los polinomios de Hermite.

Para usar el formalismo en segunda cuantizacién se pueden introducir los operadores de creaciéon y

con el conmutador [a,a!] = 1, y cuya accién en los elementos de la base de oscilador armonico, |n),

aniquilaciéon como:

es [16,17]:

aln) = vnln —1), af|ln) = vVn+1jn+1) . (2.12)

La introduccién de estos operadores de creaciéon y aniquilacion transforman el Hamiltoniano del

oscilador arménico (2.9) en:
. H
o = ZHO

- (2.13)

N | —

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, Ec. (2.7), puede resolverse usando una
base truncada de oscilador armonico de dimensiéon D, {|n)}, con n=0,...,D — 1. De acuerdo a las
referencias [1, 18], el pardmetro K introducido en la energia cinética permite alcanzar el limite clasico
para valores grandes de K, ya que estos implican que la masa del sistema es muy grande -o que la
constante de Plank es cero- eliminando la contribucién del término de energia cinética del Hamiltoniano.
Para transformar el Hamiltoniano del potencial cudrtico (2.7) a su expresién en segunda cuantizacion,
se deben tener en cuenta las variables adimensionales definidas anteriormente: X = z/X\g y y = x/);.
Asi, se define X = &y, con & = \j/Xg. Si se reescribe, entonces, el Hamiltoniano para el oscilador

cuartico (2.7) en segunda cuantizacién se obtiene:

. 4 S RIS 3
H=FEy+ <K§2 + 3¢ + BQ£2> N+ %((IT +a*) + %aT a? + 4a'a® + aa)
Bsg? —4K 1672 4 3¢ + Bog?
+ 38 (aTg +a® + 300 + 3a'a?) + 736+ Bab (aT2 + a?) (2.14)

2v2

Bi§ | 3B’ 4
+<\/§+ 2\/§>(a +a),

donde la energia en el punto cero es £y = — + — +
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2. Metodologia

Esta expresion del Hamiltoniano permite escribirlo como una matriz cuyos elementos no nulos
diagonales y de las diagonales inferiores son:

Hopn = <K£2+3§ +Bg) n+§4n(n—1)—l—K4£2—|—3§4+322§2

Hon-1 = ?}5+3f;§3f+3?}§ (n—1) vn

}Cn,n_2=<—;§2+3€3}§3> n(n—1) (2.15)
f}{n,n_ng\jg\/n (n—1) (n—2)

Hopa = %\/n (n—1) (n—2) (n—3) (n—4).

El célculo de los autovalores y autofunciones del oscilador cudrtico en segunda cuantizacion (2.14),
asi como las funciones de onda de sus estados, W(X), se calculan diagonalizando la matriz hamiltoniana
y expresando los resultados en funcién de la base:

D
HU(X) = e¥(X), U(X) = chi(X). (2.16)
i=1

A priori, la representacién matricial del Hamiltoniano deberia tener dimension infinita, sin embargo,
para realizar los célculos, es necesario definir un valor para la dimension, D, que sea finito. Se han
preparado codigos en lenguaje Python con el fin de realizar estos célculos. Por un lado, se prepard un
codigo que calcula la matriz y la diagonaliza. Este mismo cédigo puede analizar la convergencia de
los autovalores y aumentar la dimension D hasta alcanzar la tolerancia deseada. Por otra parte, se
prepard otro cdédigo que calcula las funciones de onda del oscilador cuartico en funcién de la base de
oscilador armoénico.

2.2 Modelo de Lipkin-Meshkov-Glick

El modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (LMG) describe un conjunto de N particulas de espin s = 1
(fermiones), repartidos en dos niveles de energia con una cierta separacién (€), y con N huecos cada
uno. Al estado de menor energia se le asocia el nimero cuantico ¢ = —1 y al de mayor energia o = 1.
Etiquetamos cada a particula con un indice p = 1,..., N. Asi, cada valor de p puede corresponderse con
dos estados, uno en la capa inferior y otro en la capa superior. Este modelo se introdujo originalmente en
estudios de estructura nuclear como un modelo simplificado para comprobar la validez de aproximaciones
que se venian usando en el campo de la estructura nuclear [7,19]. Mds recientemente, ha servido para
el estudio de numerosos fendmenos en el campo de las QPTs [20-28].
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2.2. Modelo de Lipkin-Meshkov-Glick

£
. o * o o o=1
£
0
& i)
-5 * O - - c=-1
p pl' " e

Figura 2.2: Esquema del modelo de Lipkin-Meshkov-Glick [7]

El Hamiltoniano general del modelo de Lipkin es [7]:

1 1 1
H= € E Jajwapg + §V E a;g(,a;:,o_apl,gap_g + §W E a;@aa;_gap/gap_a, (2.17)
po

pp'o pp'o

donde a;rw Y apo son los operadores de creacion y destruccion, respectivamente, de la particula p en
el nivel . El primer término calcula la energia total por la situacién de cada particula en su nivel
correspondiente. El segundo y tercer término introducen interacciones de largo alcance entre pares de
particulas. Como cada particula tiene solamente dos estados posibles, puede usarse la formulacién de
quasi-espin:

1
Sy = Za;ﬂap,l, S_ = Za;_lapﬂ, S, = 5 Zaagaam. (2.18)
P P po
En la formulacién de quasi-espin, el Hamiltoniano (2.17) se expresa como:

N 1 1
H=¢S, + 51/(53 +82) + SW (84S +8-54). (2.19)

Este Hamiltoniano puede estudiarse en una versién més simplificada, suponiendo que V=W. En las
siguientes subsecciones, se describen los dos Hamiltoniano estudiados en este trabajo. El primero, un
modelo de Lipkin simplificado donde se toman V =W = _725 y e =1—¢&, y donde el pardmetro de
control para el estudio de las transiciones de fase es £. El segundo, un modelo equivalente al primero

pero al que se anade un término anarmoénico en funcién de otro pardmetro de control, c.
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2.2.1 Modelo simplificado

En primer lugar, se estudiara el Hamiltoniano del modelo simplificado, que presenta una transicién
de fase cuantica de segundo orden y una transicién de fase cudntica de estado excitado asociada:

HJME = (1-€)(S.+ 8) - %Si : (2.20)

donde S, y S, son las componentes = y z de espin, respectivamente. El pardmetro £ € [0, 1] es el

parametro de control responsable de trasladar al sistema de una fase a otra. El espin total S cumple

N
S = > donde N es el nimero de particulas. Los momentos angulares siguen la conocida regla de

conmutacion:
[Sa; SB] =1 €8y Sy, (2.21)

y los operadores escalera S‘+ y S_ se definen como:
S, =8, +1iS,, 8§ =8,-iS,,, (2.22)
donde los operadores de espin actuan sobre la base |S, mg) como [29]:
S.|S,ms) = mg|S, msg)
8118, ms) = /S(S +1) — ms(ms +1)|S,ms + 1) (2.23)
S_1S,ms) = /S(S +1) —ms(ms — 1)|S,ms — 1).

El Hamiltoniano (2.20) puede escribirse en funcién de los operadores de espin como:

IEME — (1 - ¢)(8.+ S) — %(Sﬁ +8% +28,.8 —28.), (2.24)
Asi, el Hamiltoniano, como ocurria con el oscilador cuartico, puede escribirse en forma matricial,
donde los elementos no nulos diagonales y de la diagonal inferior son:
Emg &

(S,ms|H} yra|S,ms) = (1 =€) (ms + S) + - g(S(S + 1) —mg(mg — 1))

(S, ms|HY | S, ms — 2) = —%\/5 (S+1) = Smg(ms = 1)(S+1) = (mg — 1)(mg —2) (2.25)

Para el caculo de valores y vectores propios de este Hamiltoniano, se prepard un cédigo en Python
donde, de forma similar a lo presentado para el oscilador cudrtico, se escriben las diagonales principal
y segunda de la matriz hamiltoniana y se diagonaliza. En este caso, la matriz tiene una dimensiéon
finita D = N + 1 y no es necesario llevar a cabo un analisis de convergencia.

2.2.2 Modelo anarmodnico

En el siguiente Hamiltoniano se incluye, ademas de £, otro parametro de control, «, que esta
asociado con una correcciéon anarménica que crea una segunda ESQPT:

APYE = (1 )8 1 5) 4 (xSt $)(S- 5 +1) 1 (57— §2) (226)
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2.3. Magnitudes para la identificacién de las transiciones de fase

Los elementos de matriz no nulos diagonales y diagonales inferiores son:

A 2
(5, ms|HharclS, ms) = (1 =€) ms +8) + £ — £(5(5 1) — ms(ms 1)) + (ms;sms mg+ ;9)
(S, ms|H]pic|S,ms —2) = —% (S(S+1) —ms(mg —1))(S(S+1) — (mg — 1)(ms — 2))

(2.27)

Las matrices, tanto (2.25) como (2.27) pueden separarse por paridad: cada estado esta relacionado
con él mismo y con los niveles que estan dos estados por encima o por debajo de él. Esto hace posible
disminuir la dimensién de la matriz Hamiltoniano separandola en dos bloques de distinta paridad.
Los programas preparados en Python para la diagonalizacién de estas matrices tienen la funcién de
escribirlas y diagonalizarlas separando, si asi se indica, los niveles por paridad.

2.3 Magnitudes para la identificacion de las transiciones de fase

A continuacién se describirdn algunas magnitudes que han demostrado su utilidad a la hora de
identificar los puntos criticos tanto de las transiciénes de fase de estado fundamental y de estados
excitados.

2.3.1 Razdén de participacion

De la diagonalizacién del Hamiltoniano, se obtienen los autovalores y autovectores correspondientes.
Los autovectores pueden usarse para calcular la razén de participacién (en inglés, inverse participation
ratio, IPR). Esta magnitud da una idea de la localizacién o deslocalizacién de un estado propio de ese
Hamiltoniano en la base utilizada, es decir, qué tan repartido esta el autovector en cuestion entre los
elementos de la base. De un estado mas localizado se obtendra un valor de IPR més bajo, mientras
que de un estado mas mezclado se obtendran valores mayores de IPR. La IPR se calcula como [30]:

1

IPR = 721 ‘c(k’)’4

(2.28)

(k)

donde ¢;”” son las componentes del autovector de un estado, k£, dado sobre la base usada. Dado que

estos autovectores estan normalizados, la suma E ]ci\z = 1. Entonces, para un estado puro, o con

contribucién de un dnico elemento de la base, el valz)r de IPR = 1. Un estado totalmente deslocalizado,
es decir, sobre el que cada elemento de la base tiene la misma contribucién, tendria el valor maximo de
IPR, IPR = D, donde D es la dimensién de la base. Recientemente se ha demostrado que el estudio
de la IPR caracteriza las transiciones de fase de estado excitado ya que, para bases que cumplen ciertas
caracteristicas, la IPR muestra cémo los autoestados cercanos a la energia critica estan particularmente
localizados [31-33].

2.3.2 Densidad de niveles

La densidad de niveles se define como:
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W(E) = /O:o P /_O:O dX5 (E — H(P, X)), (2.29)

donde H(P, X) es el Hamiltoniano del sistema estudiado en cada caso. En esta ecuacién se puede
tomar en cuenta la propiedad de composicién de la funcién delta de Dirac [34]:

o(x —x;)
lgr(zi)]

d(g(x) =)

i

(2.30)

donde los puntos x; son las raices de la funcién g(z).

En el caso particular del oscilador cudrtico estudiado en este trabajo, Ec. (2.7), puede obtenerse la
densidad de niveles como:

V(E):\f(K)/oo dx ‘
2 ) VE-—X'—B3X3—ByX2-B1 X

(2.31)

Esta integral puede resolverse numéricamente para los valores de £ > X 4y B3 X3+ B, X?’+ B X y
darle valor 0 en el resto de puntos, que se encontrarian fuera de la curva de potencial. Con esto se
obtiene una funcién que puede predecir la densidad de niveles segin los valores de los parametros.

Por otra parte, puede calcularse la densidad de niveles a partir de las energias de los estados
obtenidas mediante la diagonalizacién del Hamiltoniano. En primer lugar, se obtienen los autovalores
correspondientes al Hamiltoniano estudiado en cada caso con los programas de diagonalizacién. De
estos, se consideran un nimero N de niveles de energia, {F; };-Vzl, y se seleccionan en este intervalo n
valores equiespaciados, {€;}i~ ;. La densidad de niveles de energia se calculard como:

2s+1

pale) = = (2.32)

)
j+s — Ej—s
donde s es un nimero entero de F; vecinos en torno a cada valor de ¢;. De esta forma, se obtiene la
representacion de la densidad de estados en cada zona del espectro de energia, donde podra analizarse
cémo cambia esta densidad en las zonas de los puntos criticos para las transiciones de fase cuantica.

En el caso del modelo de Lipkin-Meskov-Glick, se analizara la densidad de estados tnicamente con
la Ec. (2.32).

2.3.3 Fidelidad cuantica y susceptibilidad

Para calcular la fidelidad cuantica [9] se parte de los autovectores de sistema. Con estos autovectores,
puede calcularse el solapamiento entre dos autoestados para los que el parametro de control ha sido
levemente modificado. La fidelidad cuantica se define como el médulo de este solapamiento:

F(&) = [{vo()¥o(€ + 66))], (2.33)

donde 1y (§) es el autovector del estado fundamental obtenido mediante la diagonalizacién del Hamilto-
niano. El pardmetro de control tiene un valor &, y 1(§ + 0&) es el autovector del estado fundamental
cuando se perturba el Hamiltoniano con d¢. Cuando los autovectores estan normalizados, como en
nuestro caso, la fidelidad cudntica entre autovectores idénticos vale 1, y es mas baja conforme aumenta
la diferencia existente entre los autovectores tomados para su cdlculo. Asi, para un valor pequenio de
0&, conforme aumenta el valor de &, la fidelidad se mantiene cercana a la unidad hasta alcanzar los
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2.3. Magnitudes para la identificacién de las transiciones de fase

puntos criticos, donde una pequena variacion del parametro de control provoca grandes cambios en los
autoestados.

La susceptibilidad de la fidelidad , 8(¢), es el término de segundo orden del desarrollo en serie de
la fidelidad como funcién de §¢ [9]. La susceptibilidad es méxima en los puntos criticos y también
identifica las QPTs. Una forma de obtener la susceptibilidad es:

3(§) = 2(1;;(5)), (2.34)
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CAPITULO

Resultados y discusidn

continuacion, se presentan los resultados obtenidos para los dos modelos estudiados. Ademas
de las energias y las funciones de onda de los estados, se calcularon también la razén de
participacion, la densidad de niveles, la fidelidad cudntica y su susceptibilidad asociada, y la
diferencia de energia entre estados consecutivos. Todas estas cantidades ayudan a identificar los puntos
criticos y las transiciones de fase cuantica en el oscilador cuartico y el modelo de Lipkin-Meshkov-Glick.
Todos los codigos desarrollados se han realizado usando Python, en concreto el Python suministrado por
Anaconda [35], las librerias NumPy [36] y SciPy [37]. Las gréficas se han realizado con Matplotlib [38].

3.1 Transiciones de Fase Cuanticas del oscilador cuartico

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos en el estudio del oscilador cuértico con
Hamiltoniano (2.7):

H  4p?

K ?+X4+33X3+BQX2+31X.

€0

Para los célculos llevados a cabo en esta parte del trabajo, se prepararon varios programas en lenguaje
Python, que se incluyen en el Apéndice B. Un primer programa de diagonalizacién (Apéndice B.1)
escribe la matriz Hamiltoniano segun las ecuaciones (2.15) en funcién de los pardmetros By, Be, Bs, £
y K y obtiene las autoenergias y autofunciones para una dimensién dada, D. En este mismo programa,
se incluye una funciéon que va aumentando la dimensién de la matriz hasta alcanzar convergencia
en los autovalores para una tolerancia dada. Ademads, el programa puede calcular los autoestados
separados por paridad siempre que el potencial sea simétrico, es decir, tenga un solo minimo (B2 > 0,
B; = B3 = 0) o dos minimos simétricos (B < 0, By = B3 = 0).

Con el programa de cédlculo de las funciones de onda (Apéndice B.2) se representan graficamente las
densidades de probabilidad de cada autoestado, |1|?, a partir de la Ec. (2.16), asf como el potencial,
en funcién de £ y K y de los parametros de control By, By y Bs.

Para un potencial con B3z = 0:

V(X)=X*"+ By X?>+ B X, (3.1)
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3.1. Transiciones de Fase Cuanticas del oscilador cuéartico

los puntos en los que la primera y segunda derivada del potencial se igualan a 0, cumplen la siguiente

relacion:
16 B3 +57B% =0 (3.2)
. o v
200 1 .
150 ° £
100
30 © w
@ © :
W g
_50 .
-100 ; ) I
-150 _ : o
-200 1 ; - - r " w V/ E
-1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 | g
B :

Figura 3.1: A la izquierda, el diagrama de fases de potencial cuartico con Bs = 0. La curva en azul
viene dada por la Ec. (3.2), delimitando las distintas regiones con diferentes formas del potencial. A
la derecha, las distintas formas del potencial marcadas en el diagrama de fases. Los valores de los
pardmetros (Bj, Bs) son: (a)(0,0), (b)(2.83,-3), (¢)(-2.83,-3), (d)(0,3), (e)(5,-3), (f)(-5,-3), (£)(0,-3),
(h)(1.5,-3), (i)(-1.5,-3).

Esta funcion, que define las diferentes fases de la catdstrofe en cispide, permite distinguir las
posibles formas que el potencial puede tener de acuerdo al intervalo de valores de By y Bs. En los
puntos que pertenecen a la Ec. (3.2) y por encima de estos, el potencial tiene un solo minimo, y por
debajo de la funcién aparecen dos minimos que pueden ser simétricos cuando By = 0, o asimétricos con
B; # 0. A la izquierda, en la figura 3.1, la Ec. (3.2) viene representada con una linea azul. Los puntos
de la (a) a la (i) de esta gréfica indican las formas del potencial en funcién de los pardmetros By y Ba,
representados en los paneles a la derecha de la figura 3.1. El punto (a) se corresponde con en potencial
cudrtico puro, con un tnico minimo de fondo plano. En el punto (d) se representa un potencial que
también tiene un tinico minimo, pero més parecido al potencial del oscilador arménico. El punto (g)
presenta dos minimos simétricos. Los puntos (b) y (c), que pertenecen a la Ec. (3.2), presentan un
Unico minimo pero con un punto de silla en X = 0, con distinta orientacién dependiendo de si B; es
positivo o negativo. Los puntos (e) y (f), que estdn por encima de la Ec. (3.2), presentan también un
solo minimo. Finalmente, los puntos (h) e (i), por debajo de la Ec. (3.2), presentan un doble minimo
asimétrico.

3.1.1 Transiciones de Fase Cuanticas de Estado Fundamental

Considerando el Hamiltoniano (2.7) con Bs = 0, puede representarse la energia de los estados
frente a los parametros de control By y Bo. Para hacer estas representaciones se utilizé el programa de
diagonalizacién B.1 y se buscé la convergencia en los autovalores con una tolerancia de 10~% en unidades
de energia adimensionales. El estudio de estas graficas se hace considerando dos trayectorias dentro
del diagrama de fases mostradas en la figura 3.2. En la trayectoria naranja, se mantiene constante el
pardametro By y se analiza la QPT de segundo orden para la variacién del parametro de control Bs.
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En la trayectoria morada se mantiene constante el parametro Bs y se analiza la QPT de primer orden
para la variacién del parametro de control Bj.

-2 4

B> (adimensional)

-4 4

T T T T T

-6 -4 =2 0 2 - 6
B, (adimensional)

Figura 3.2: Trayectorias en el diagrama de fases del oscilador cuartico estudiadas para la transicién de
fase de segundo orden (en naranja) y para la transicién de fase de primer orden (en morado).

3.1.1.1 Transicion de Fase de Primer Orden

Siguiendo la trayectoria morada de la figura 3.2, se matiene constante el pardmetro Bs y se varia
el pardmetro B;. En la figura 3.3 se muestra la dindmica de los niveles del potencial cuartico con
término cuadratico negativo, Bo = —1, donde aparece la transiciéon de fase de primer orden al variar
By, el pardmetro del control en este caso. La variacion del coeficiente del término lineal By desplaza
la barrera de potencial entre los pozos cuando By < 0. A lo largo de esta trayectoria, el potencial
pasa de ser una funcién asimétrica con un tinico minimo, a tener dos minimos asimétricos. Cuando
By =0, el potencial presenta dos minimos simétricos. A partir de este punto, el potencial vuelve a
transformarse en una funcién asimétrica, primero con dos minimos y finalmente con un solo minimo.
Cuando el potencial recupera el doble minimo simétrico, con By = 0, el estado fundamental cambia
su pendiente abruptamente, formando un pico que hace discontinua su primera derivada, que es lo
esperado en una transicién de fase de primer orden. Esto se debe a que para B; = 0 hay coexistencia
de dos minimos equivalentes y, al atravesar este punto, dependiendo del sentido, el minimo pasa de
estar a la derecha del origen a la izquierda del mismo, o viceversa.
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Figura 3.3: A la izquierda: diagrama de energia del oscilador cudrtico para el pardmetro de control
Bj. Con valores de los pardametros By = —1 y K = 10000 y dimensién de la matriz D = 1920 . A la
derecha, la linea naranja corresponde a la energia del estado fundamental.

La transicién de fase de primer orden tiene lugar en la zona donde la primera derivada de la energia
respecto del parametro de control, en este caso Bj, presenta una discontinuidad. Para observar este

hecho, se puede representar la primera derivada de la energia del estado fundamental respecto a Bi,
dEgs

dB1
derecha), se puede considerar como pardmetro de orden para esta transicién ya que presenta tambien

un cambio a la altura de la transicién de fase (B; = 0) para el estado fundamental.

, calculada numéricamente® (Figura 3.4). El valor esperado de la posicién, (X) (Figura 3.4, a la

151 154

1.0 4 10

05 4 05 4

0.0

{X)

-1.0 4 —1.0 4

dEgs/dBy (adimensional)

-15 4 -154

100 075 050 025 000 025 050 075 100 ~100 —075 —050 -0.25 000 025 050 075 100
B, (adimensional) B: (adimensional)
Figura 3.4: A la izquierda, se representa la derivada de la energia del estado fundamental para el
oscilador cuértico respecto al pardmetro B; calculada con By = —1, una matriz de dimensién D = 1920

y K =10000. A la derecha, se muestra el valor esperado de la posicién, (X), como pardmetro de orden
frente a Bj.

En cuanto a la fidelidad cuantica (§F) y la susceptibilidad de la fidelidad (8), comentadas en la
seccion 2.3.3, la transicion de fase de primer orden se hace patente al representar la variacién de
ambas cantidades frente al pardmetro B; (Figura 3.5). En valores de By # 0, el solapamiento entre
autovectores del estado fundamental para valores diferentes de B, aunque préximos, es practicamente

igual a 1. En By = 0, la ¥ muestra un minimo y la § un méaximo, que evidencian el cambio abrupto

'Usando la funcién gradient de Numpy.
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que experimenta el estado fundamental del sistema en el punto critico para la transiciéon de fase de
primer orden.

6000 -

1.00 A

0.95 4 5000 +

0.90 4 4000 -

& 085 4 ty 3000 -

0.80 4 2000 +

0,754 1000 4

0.70 q

A - 0 2 a —a - 0 2 a
B, (adimensional) B, (adimensional)
Figura 3.5: Fidelidad cuédntica, izquierda, y susceptibilidad asociada, derecha, para la QPT de primer
orden en funcién del pardametro B; para el oscilador cudrtico. Los valores del resto de pardmetros son:
By = —1, K = 10000, 6 B; = 0.01 y dimensién 1920.

3.1.1.2 Transicién de Fase de Segundo Orden

La transicién de fase de segundo orden tiene lugar cuando es la segunda derivada de la energia del
estado fundamental del sistema la que presenta alguna discontinuidad. En nuestro caso, esto ocurre con
la variacién del pardametro de control Bs, siguiendo la trayectoria naranja de la figura 3.2. Variando
By de valores negativos a positivos, el potencial (grafica de la izquierda) se transforma de un doble
pozo simétrico a un potencial con un tinico minimo (Figura 3.1). En la figura 3.6 se representan las
autoenergias del Hamiltoniano (2.7) con valores de By = B3 = 0, en funcién del pardmetro By. La
grafica de la derecha representa la variacion de la energia del estado fundamental en funcién de Bs.
Cuando By > 0 el potencial es un doble pozo simétrico y la energia del estado fundamental es negativa,
mientras que si By > 0, el potencial tiene un tinico minimo y la energia del estado fundamental toma
valores positivos. Se puede observar, cuando By < 0, que los estados excitados estdn degenerados
para energias por debajo de la barrera (E = 0), desdobldndose para energias positivas. En cambio, si
Bs > 0, los estados excitados no estan degenerados y sus energias toman tnicamente valores positivos.
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Figura 3.6: A la izquierda, diagrama de energia del oscilador cuartico para el pardmetro By. Con

valores de los parametros By = 0 y K = 5000 y dimensién de matriz D = 1920. A la derecha, en
naranja, estd representado el estado fundamental.

En el caso del potencial cudrtico con B; = B3 = 0, se pueden comparar la segunda derivada del
potencial respecto a Bs calculada de forma analitica con la obtenida numéricamente a partir de las

energias de los autoestados. Para calcular la segunda derivada analiticamente, se iguala a 0 la primera
derivada del potencial respecto a X:

dV(X) 3
0= =4X" 4 2By X 3.3
dx + 24, ( )
s ., By
para obtener el valor de X en los puntos criticos de la funciéon, X, = +{/—— y X. = 0. Para valores

de By > 0 aparece un minimo en X. = 0 y, para valores de By < 0, este minimo se convierte en un

L. . By . .
maximo y los minimos aparecen en X = + —5 A posteriori, se sustituye este valor de X, en el

potencial y se deriva, ahora respecto a Bs, para obtener la primera y segunda derivada del potencial y
poder comparala con el resultado del calculo numérico:

0 st By >0

V'(By) = 1 , 3.5
(B2) —5 si By<0 (3:5)

donde se observa la discontinuidad en By = 0 para la segunda derivada.

En la figura 3.7, se muestran la primera (a la izquierda) y segunda derivada (a la derecha) del potencial
calculadas de forma tanto numérica como analiticamente, con respecto al pardametro Bs. En la primera
derivada, se observa una variaciéon de la pendiente en By = 0 que da lugar a la discontinuidad que se
observa, para este mismo valor, en la segunda derivada.
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Figura 3.7: Comparacién del cdlculo numérico (puntos azules) y analitico (linea naranja) de la primera
(gréfica izquierda) y la segunda derivada (gréafica derecha) de la energia del estado fundamental con
respecto al pardmetro de control By del oscilador cuartico con By = 0. Los valores de los parametros
utilizados son K = 10000 y dimensién 1000.

En esta QPT de segundo orden, se puede representar también el valor esperado de la posicién, (X)
como parametro de orden (Figura 3.8), que también presenta un cambio abrupto a la altura del punto
critico de la QPT, By, = 0. Se puede observar que para valores de By < 0 los estados pueden estar
localizados en un pozo u otro del potencial, siendo este un claro ejemplo de bifurcacién.

154

104

0.5+

(X)

B N
B: (adimensional)
Figura 3.8: Parametro de orden (X) para la QPT de segundo orden del oscilador cuértico (B = 0,
K = 10000 y dimensiéon 1000. Los estados localizados en uno u otro pozo vienen marcados en distinto

color.

La fidelidad cuédntica representada frente a By (Fig. 3.9, a la izquierda), presenta su minimo cerca
de 0, donde se produce la transicion de fase. Cuando By es negativo, pero muy cercano a 0, los pozos
simétricos son tan poco profundos que el estado fundamental queda por encima de la barrera de
potencial. En este caso, el solapamiento entre estados es minimo para valores de By en los que atun
aparece el doble pozo. En la figura 3.9 a la derecha, se representa el valor de By en el punto critico de
la QPT (valor minimo de ¥F), que se acerca a 0 al aumentar K. Esto se debe a que, al aumentar el
valor de K, la diferencia de energia entre niveles disminuye. La susceptibilidad, 8, representada en la
figura 3.10, muestra un maximo cercano a 0.
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Figura 3.9: A la izquierda, la fidelidad cuantica para el estado fundamental en la QPT de segundo
orden, con K = 10000 y dimensién 1000. A la derecha, valores de Bs para los que aparece el minimo
en la fidelidad segun el valor de K.

14

12 4

10 4

- _281 (adim(:ensional)2 )
Figura 3.10: Susceptibilidad de la fidelidad para el estado fundamental en la QPT de segundo orden,
con K = 10000 y dimensién 1000.

3.1.2 ESQPT: Transiciones de Fase de Estado Excitado

Para el estudio de ESQPTs, atendiendo a los pardmetros que gobiernan la forma del potencial,
se estudian cuatro casos diferentes dentro del diagrama de fases. Para todos los casos, el valor del
parametro £ se mantendrd constante con valor 1, salvo que se indique lo contrario. En el primer caso,
se estudia el potencial cudrtico puro, con By = By = B3 = 0, donde aparece un solo minimo en 0. En
el segundo caso, se estudian los valores de By = Bs =0y By = —7, donde el potencial forma un doble
pozo con dos minimos simétricos y una barrera de potencial en X = 0. En el tercer y cuarto caso, se
mantiene B = —5 y se asignan valores de By =1y By = 1, respectivamente. En estos casos, aparece
también un doble pozo, que en este caso es asimétrico. Ademds, cuando By # 0, el maximo aparece
desplazado de del origen. Cada caso serd analizado mediante la representacién y estudio de la densidad
de niveles, la diferencia de energia entre niveles consecutivos y la razén de participacion, introducidos
en la seccién 2.3.
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3.1.2.1 Potencial Cuartico Puro

Como se menciona anteriormente, en este potencial se mantienen los valores de By = By = B3 = 0,

con lo que el potencial queda como V(X) = X* (potencial a de la figura 3.1). En este caso no existe
ESQPT asociada, pero es relevante ya que nos permite comparar los resultados obtenidos en nuestros
programas de célculo con los publicados en [5], donde By =By =B3=0,k=1y ¢ = V2, obteniendo
un perfecto acuerdo tanto para autovalores y autovectores como para los elementos de matriz de X y
X2 (Ver Ap. A).
La forma del potencial cuartico puro es similar a la del oscilador armoénico, pero con un fondo
sensiblemente més plano. En la figura 3.11 se muestra la curva de potencial (en naranja) y las funciones
de densidad de probabilidad de cada estado (en azul) representada para una dimensién de matriz de
1700, una vez se ha alcanzado la tolerancia de 10~ para los autovalores. Se puede observar que la
anarmonicidad de este potencial es positiva, esto es, la distancia entre niveles crece al aumentar la
energia. Esta distancia entre niveles aparece representada también en la grafica de la derecha de la
figura 3.12.

NI SVAVVIVVVVVVVVVVV VIV VIV VVA

|

Energia (adimensional)

-20 -15 -1.0 0.5 0.0 0.5 10 15 2.0
X (adimensional)

Figura 3.11: F. potencial (naranja) y densidades de probabilidad de las autofunciones (azul) del
potencial cudrtico puro, V(X) = X*, con K = 120 y dimensién D = 1700.

La densidad de niveles, representada en la gréafica de la izquierda de la figura 3.12, se estimé usando
los valores obtenidos mediante la Ec. (2.32) (linea y puntos naranjas) y se calculé de forma exacta
en el limite clasico mediante la Ec. (2.31) (linea azul). En el limite clasico, con alto valor de K, se
observa muy buen acuerdo entre ambos casos, como era de esperar teniendo en cuenta el valor de
K (K =1000). En ambas representaciones, la densidad de niveles disminuye al aumentar la energia
debido a la creciente separacién de los niveles excitados. La razén de participacion se represent6 en
la figura 3.13 para distintas dimensiones de la base truncada de oscilador armoénico. En todos los
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casos es creciente con la energia, con lo que se deduce que los niveles méas excitados implican a un
mayor nimero de estados de la base, como era de esperar. Ademas, al aumentar la dimensién de
la matriz se alcanza mayor convergencia en las autofunciones, en especial para niveles de més alta energia.

0275
v (E)
3l — ple) 0250
0225
0200
0175

0150

0125

Densidad de niveles
AF {adimensional)

0.100

0.073

o0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 10 0 0 a0 50
Energfa (adimensional) estado n
Figura 3.12: Densidad de niveles (gréfica izquierda), representadas segin las Ec. 2.31), en azul, y
(2.32), en naranja, y diferencia de energia entre niveles (grafica derecha) del potencial cuartico puro,
V(X)=X* con K = 1000 y dimensién D = 2700.

Dimensién = 1000 .00
600 4 D!menSE?n = 1500
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400 A °o?
o®®
o o®
o o®
= 300 4 ...
200 A
100 A
0 4
T T T T T T
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Energia (adimensional)

Figura 3.13: Razén de participacion para el oscilador cudrtico puro, V(X) = X 4 con valor de K = 1000
y distintas dimensiones de la base truncada de oscilador arménico

3.1.2.2 Doble pozo simétrico

El potencial usado es V(X) = X*—7X? con By = B3 = 0. En la figura 3.14 se representa este
potencial (en naranja), un doble pozo simétrico separado por una barrera de potencial en X = 0.
Las densidades de probabilidad de los autoestados aparecen representadas en azul. Por debajo de
la barrera de potencial, los estados estan doblemente degenerados. Al acercarnos a este maximo, se
rompe la degeneracién y los estados empiezan a deslocalizarse entre los dos pozos, con lo que aumenta
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la densidad de niveles a la altura de F = 0. En la figura 3.15 (gréfica de la izquierda), se observa el
aumento de la densidad de niveles alrededor de E = 0. En la grafica de la derecha, puede verse que
la diferencia de energia AF tiene un minimo cercano al estado n = 40, donde se produce la ESQPT
(E = 0), permitiendo identificar el punto critico que coincide con el méximo del potencial.

L AV Y VN VAV AVAVAVAV N VY YV V.Y,V A W
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|
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|
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Energia (adimensional)

|
~
Ln

00l — NN PA VA S

-12.5

3 -2 ] 0 1 2 3
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Figura 3.14: Funcién potencial (naranja) y densidades de probabilidad de las funciones de onda pares
e impares (azul) del doble pozo simétrico, V(X) = X% — 7X?% con K = 100 y dimensién D = 1500.

La razon de participacién se representa en la figura 3.16) para distintas dimensiones de la matriz
Hamiltoniano con el objeto de analizar la convergencia entre autovectores. Esta razén de participacion
empieza cercana a la unidad para los autoestados de menor energia, por efecto de borde al estar
estos estados localizados en la frontera del espacio de Hilbert accesible al sistema. Al ir aumentando
en energia, conforme la energia de los estados se aproxima al maximo del potencial, la razén de
participacion aumenta ya que un mayor ntimero de estados de la base de oscilador arménico son
necesairos para la descripcion del autoestado. En el maximo del potencial, para E = 0, los autoestados
mas préximos a la energia critica de la ESQPT estan mas localizados en los estados de la base, lo
que provoca un minimo en la razén de participacién en £ = 0. Para E > 0, la razén de participacién
aumenta como en el oscilador cuartico puro.

En este caso, tanto el maximo en la densidad de estados como el minimo en la diferencia de energia
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entre niveles consecutivos y en la razén de participacién permiten localizar el punto critico de la ESQPT
ya que experimentan un cambio abrupto en la tendencia de su comportamiento conforme aumentamos
la energia de excitacién.

a0

plet 0325
0300
0273
0250
0225

Q200

Densidad de niveles
AF {adimensional)

Q175

Q150

0125
-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 0 10 20 El 40 50 60 0
Energia (adimensional) estado n

Figura 3.15: Para el potencial de doble pozo simétrico, V(X) = X* — 7X?, con K = 2000 y dimensién
D = 3000: densidad de niveles (grafica izquierda), representadas segin las Ec. (2.31), en azul, y (2.32),
en naranja, y diferencia de energia entre niveles (grafica derecha).
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Figura 3.16: Raz6n de participacién para el potencial de doble pozo simétrico, V(X) = X 4_7X2 con
valor de K = 2000 y distintas dimensiones de la matriz.

3.1.2.3 Doble pozo asimétrico con término ctbico

En este caso se ha analizado el potencial V(X) = X4 4+ X3 - 5X? figura 3.17, donde se ha
representado la forma del potencial (en naranja) y la densidad de probabilidad de los autoestados (en
azul). En este potencial, el término cuadratico hace que se mantenga el doble pozo, pero la inclusién
del término cubico provoca una asimetria en los pozos del potencial haciendo uno mas profundo que
el otro. En este caso, ya no existe degeneraciéon en los primeros niveles, ya que los niveles mas bajos
solo pertenecen al pozo més profundo. La densidad de niveles (Fig. 3.18), grafica izquierda) aumenta
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drasticamente a la altura en la que aparece el pozo menos profundo, y se hace maxima a la altura de
la barrera de potencial, & = 0, de forma similar al doble pozo simétrico, indicando la presencia del
punto critico de la ESQPT. La diferencia de energia entre niveles (Fig. 3.18, grafica derecha) disminuye
al principio al acercarse a la altura del pozo menos profundo. Cuando este aparece, la diferencia de
energia va alternando al irse calculando la diferencia de energias entre estados de uno y otro pozo. La
aplitud de estas oscilaciones aumenta conforma disminuye el valor de Bs. El minimo de AFE en n = 60
y E = 0 identifica el punto critico de la ESQPT a la altura de la barrera de potencial (Fig. 3.18). En
la figura 3.19, se presenta la razén de participacion para distintas dimensiones de la base de estados
del sistema para analizar la convergencia entre las autofunciones. Al igual que en casos anteriores, los
estados a menor energia poseen una menor IPR por el efecto de borde y aumenta con la energia de
excitacion. Al aparecer el segundo pozo, se vuelve a observar esta misma tendencia. Los estados que
pertenecen al pozo més profundo siguen la tendencia que se observaba en el doble pozo simétrico. De
la misma forma, los estados que pertenecen al menos profundo, siguen una tendencia similar pero con
IPR mas bajas. De nuevo, en el punto critico en £ = 0, las dos ramas de puntos alcanzan el minimo y
la tendencia vuelve a ser similar a la del oscilador cuartico puro, aumentando la razén de participacion
con la energia de los estados.
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5.0 L o A AU AN S
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Figura 3.17: Funcién potencial (naranja) y densidades de probabilidad de los autoestados (azul) del
potencial V(X) = X% 4+ X® — 5X2 con K = 100 y dimensién D = 650.
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oleh
— wiE} 0.30

0.25
0.20

0.15

Densidad de niveles
AE {adimensional)

-10 -5 [} 5 10 15 Pl 0 20 40 60 80 100
Energia (adimensional) estado n

Figura 3.18: Para el potencial para el potencial V(X) = X% 4+ X% — 5X? con K = 2000, £ = 0.5, y
dimensiéon D = 4500: densidad de niveles (grafica izquierda), representadas segin las Ec. (2.31), en
azul, y (2.32), en naranja, y diferencia de energia entre niveles (grafica derecha).
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Figura 3.19: Razén de participacién para el potencial V(X)) = X 44 X3 -5X2 con K = 2000 y distintas
dimensiones de la matriz.

3.1.2.4 Doble pozo asimétrico con término lineal

El potencial usado para analizar este caso es V(X) = X* — 5X2 + X presentado en la figura 3.20.
La sustitucién del término cibico por el lineal no cambia la forma del potencial, manteniéndose el
doble pozo asimétrico. La diferencia entre ambos casos estriba en que el término lineal desplaza el
maximo de potencial. En este caso, el términoB; > 0 hace que el maximo se desplace levemente a la
derecha del origen. Sin embargo, tanto la densidad de niveles como la razén de participacién muestran
comportamientos muy similiares a los del caso anterior.
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Figura 3.20: Funcién potencial (naranja) y densidades de probabilidad de las funciones de onda (azul)
para el potencial V(X) = X% —5X2 + X con K = 100 y dimensién D = 660.
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Figura 3.21: Densidad de niveles (grafica izquierda), representadas segin las Ec. (2.31), en azul, y
(2.32), en naranja, y diferencia de energia entre niveles (grafica derecha) para el potencial para el
potencial V(X) = X* —5X% + X con K = 2000, £ = 0.5, y dimensién D = 4500
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Figura 3.22: Razo6n de participacién para el potencial V(X) = X 4 _5X%+ X con K = 2000 y distintas
dimensiones de la matriz.

3.2 Transiciones de Fase Cuanticas en el modelo de Lipkin-Meshkov-

Glick

Como se describe en la seccién 2.2, el modelo LMG puede resolverse dia-gonalizando una matriz de
dimensién definida, D = 25 + 1. Gracias a esto, el andlisis de las transiciones de fase en este modelo
serd muy similar al realizado para el oscilador cuartico, pero sin la necesidad de buscar convergencia
entre autovalores aumentando la dimensiéon de la matriz. Este modelo serd analizado a partir de dos
Hamiltonianos diferentes: un modelo simplificado (Ec. 2.20) y un modelo al que se ha afiadido una
correccién anarménica (Ec. 2.26). Ademads, la matriz del Hamiltoniano es diagonal por bloques y se
pueden separar sus estados por paridad para aumentar la eficiencia del programa de calculo y para
permitir un célculo preciso de las distintas cantidades analizadas ya que algunas de ellas, como la
fidelidad cuéntica, pueden inducir a error en zonas donde exista degeneracién entre niveles de diferente
paridad. Para cada Hamiltoniano, se calculardn y representaran la densidad de estado, la razén de
participacion, la diferencia de energia entre niveles y la fidelidad cuantica y su susceptibilidad asociada,
de forma similiar a como se ha hecho previamente para el estudio del oscilador cuartico.

3.2.1 Modelo simplificado

En primer lugar, se analizan las transiciones de fase cuantica para el Hamiltoniano simplificado del
modelo de LMG (Ec. 2.20). Este Hamiltoniano cuenta con un parametro de control, £, que modifica
el sistema. A través de la variacién de este pardmetro puede observarse una transicién de fase de
segundo orden para el estado fundamental. Los calculos incluidos en esta seccién se han realizado con
un programa escrito en lenguaje Python, incluido en el Apéndice C.1.

En la figura 3.23 se representa el diagrama de energia, con N = 100, respecto al parametro £. En
esta figura se observa tanto la QPT como la ESQPT. La QPT aparece cuando el parametro de
control alcanza el valor critico £ = 0.2, donde el estado fundamental varia bruscamente. Ademas, la
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ESQPT se hace evidente para £ > £, ya que, para energias negativas, solo se observan lineas azules
que corresponden a estados de paridad positiva, y las lineas naranjas quedan ocultas debido a la
degeneracién. Para energias positivas se observan lineas tanto azules como naranjas al romperse la
degeneracion entre estados de distinta paridad. Por tanto, en £ = 0 se localiza el punto critico de la
ESQPT para £ < &..

100 + Paridad -
—— Paridad +

75 1

50 A

Energia (adimensional)

0.0 0.2 dd dﬁ 0.8
¢ (adimensional)

Figura 3.23: Diagrama de energia del modelo LMG simplificado con el pardmetro £, con N = 100.

Para el andlisis de la QPT de segundo orden se representan tanto la fidelidad cuantica como la
susceptibilidad de la fidelidad (Fig. 3.24, a la izquierda, y 3.25) del estado fundamental (paridad
positiva) con un tamano del sistema de N = 100. Se observa que presentan un minimo y un méximo,
respectivamente, a la altura del valor critico del parametro de control para la QPT, £, = 0.2. En la
figura 3.24, a la derecha, se representa el valor del parametro de control £ en el que aparece el minimo
para la fidelidad. Este valor del parametro de control al que aparece el minimo se va acercando al
punto critico de la QPT, &, = 0.2, al aumentar el tamano del sistema, N.
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Figura 3.24: A la izquierda, fidelidad cudntica para el estado fundamental del modelo LMG simplificado
con N =100y 66 = 0.005. A la derecha, valor de £ en el minimo de la fidelidad para distintos tamafios
del sistema.
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Figura 3.25: Susceptibilidad de la fidelidad del espado fundamental para el modelo LMG simplificado
con N =100 y §¢ = 0.005.

El operador <§Z + S) puede ser considerado pardmetro de orden para las transiciones de fase
del LMG simplificado, tanto en la QPT como en la ESQPT. En la figura 3.26 aparece representado
este operador frente a la energia entre el tamano del sistema, a la izquierda, y su valor en el estado
fundamental frente al parametro de control &, a la derecha. En la gréifica de la izquierda se observa un
minimo en la energia critica de la ESQPT, mientras que en la derecha se obseerva un cambio abrupto
en el valor del operador sobre el estado fundamental en el punto critico de la QPT, &, = 0.2.
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1.0+ Tamafio del sistema N=10 Tamafio del sistema N=10
—— Tamario del sistema N=100 —— Tamanio del sistema N=30
—— Tamafio del sistema N=500 = Tamafio del sistema N=50
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Figura 3.26: A la izquierda, parametro de orden <5’Z + S) frente a la energia con £ = 0.4 y, a la derecha,
<5’Z + S) del estado fundamental del modelo LMG simplificado para distintos tamanos del sistema.

En la figura 3.27 se presenta la razoén de participacion de los estados de la base para distintos valores
del parametro € > £.. En esta grafica puede observarse como el minimo en la razén de participacion, que
se corresponde con el punto critico para la ESQPT, se mantiene siempre en E = 0 independientemente
del valor de £. Este punto critico también se observa en la figura 3.28, donde esté representada la
diferencia de energia entre niveles con paridad positiva y negativa, asi como en la figura 3.29, donde se
representa la densidad de niveles y que presenta un maximo también en £ = 0.
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Figura 3.27: Razén de participacion en el modelo LMG simplificado para distintos valores del parametro
& con N = 100.
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Figura 3.28: Diferencia de energia en el modelo LMG simplificado con £ = 0.5 y N = 100.
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Figura 3.29: Densidad de niveles en el modelo LMG simplificado con £ = 0.5 y N = 100.

3.2.2 Modelo anarmodnico

El Hamiltoniano (Ec. 2.26) contiene un nuevo parametro de control, a, que introduce una correccién
anarmoénica. Cuando a = 0, el Hamiltoniano es equivalente al usado en la seccion 3.2.1. En este caso,
se analizard el efecto y la transicion de fase cuantica que aparece con la variaciéon del parametro £ y
distintos valores de . Los célculos realizados en esta seccién han sido realizados con el programa en
lenguaje Python incluido en el Apéndice C.2.

En la figura 3.30 se representa la evolucion de la energia de los estados en funcién de parametro &
con o = —0.5. En esta grafica se observan dos separatrices, una recta en diagonal relacionada con el
parametro £ y otra horizontal en E =~ 50 relacionada con el pardmetro a. Por encima y por debajo
de estas separatrices, los estados aparecen degenerados, y solo se observan los de paridad positiva
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3. Resultados y discusién

representados en azul. Cuando se rompe la degeneracién, en las regiones situadas entre las separatrices,
se observan también los estados con paridad negativa representados en naranja. En este caso, aparece
de nuevo la QPT para el valor critico del pardmetro de control, £, = 0.2, para el estado fundamental, y
dos ESQTPs asociadas a las dos separatrices mencionadas. Se han publicado resultados para un caso
muy similar a este, donde el término anarménico se anade a un Hamiltoniano modelo de un sistema
bidimensional de dos niveles, el limite 2D del modelo de vibrones [39]. Este caso también da lugar a
dos separatrices y a un patréon de degeneraciéon similar al del modelo LMG.

100 A

80

60 -

40

20 A

Energia (adimensional)

U.IU U_IZ U.Id U.Ié U.IS 1.ID
£ (adimensional)

Figura 3.30: Evolucion de la energia de los estados del modelo LMG anarmonico con el parametro &
para un valor constante de @« = —0.5 y un tamano del sistema de N = 100.

En la figura 3.31 se representan la fidelidad cuantica y la susceptibilidad del estado fundamental
frente al parametro de control £ (con o = —0.5). Se puede observar que aparece la misma QPT que en
Hamiltoniano del estado anterior, a la altura de £, = 0.2, donde se observa un minimo para ¥ y un
maximo para 8.

100 __W 5000
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Figura 3.31: A la izquierda, fidelidad cudntica para el estado fundamental y, a la derecha, susceptibilidad
de la fidelidad para el estado fundamental en funcién de ¢ para el modelo LMG anarmoénico con
a=—0.5,06 =0.005 y N = 100.
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3.2. Transiciones de Fase Cuanticas en el modelo de Lipkin-Meshkov-Glick

De forma similiar al modelo simplificado, el operador (S'Z + S) se considera pardmetro de orden
para las transiciones de fase. En la figura 3.32 aparece representado este operador frente a la energia
entre el tamano del sistema, a la izquierda, y su valor en el estado fundamental frente al parametro de
control £, a la derecha. En la gréafica de la la derecha se obseerva un cambio abrupto en el valor del
operador sobre el estado fundamental, muy similar al del modelo simplificado, el punto critico de la
QPT, & = 0.2. En este caso, en la grafica de la izquierda se observan un minimo y un maximo en la
energia critica de las dos ESQPT que presenta este sistema.

Tamafio del sistema N=30
—— Tamafio del sistema N=80
| = Tamaiio del sistema N=150

0.4

Tamafio del sistema N=20
—— Tamano del sistema N=50
—— Tamanio del sistema N=100

0.3 A

O.IDO 0.65 O.iO O.iﬁ O.‘ZO 0.‘25 ().‘30 0.‘35 O.l‘l() 0.‘0 0.‘2 ().‘4 ().‘6 O.‘S 1.‘0
E/N (adimensional) Ep (adimensional)
Figura 3.32: A la izquierda, parametro de orden <S’Z + S) frente a la energia con £ =04y a = —0.5
y, a la derecha, (S’Z + S) del estado fundamental del modelo LMG simplificado con o« = —0.5 para
distintos tamafios del sistema.

Para estudiar las ESQPTs puede representarse, como en secciones anteriores, la razén de parti-
cipacién (Fig. 3.33), la diferencia de energia entre niveles (Figura 3.34, a la izquierda) y la densidad de
niveles (Fig. 3.34, a la derecha). La IPR se representa manteniendo « constante para distintos valores
de ¢ y viceversa. Cuando « es constante (con valor -0.5, igual que en el diagrama de energia de la
figura 3.30) se observan dos minimos en las graficas con £ = 0.3 y £ = 0.7, que corresponden a los
puntos criticos de ESQPTs marcados por las dos separatrices que separan las fases. Cuando £ = 0.5,
aparece un solo minimo que se corresponde con el punto en el que se cortan las dos separatrices del
diagrama de energia separando solamente entre dos zonas y dando lugar a una sola ESQPT. Para
la representacién de la IPR con £ constante e igual a 0.5 (grafica derecha), los distintos valores de «
provocan también la aparicion de uno o dos minimos asociados a las correspondientes ESQPTs.

En la representacién de AFE, se separan los estados por paridad. En este caso, con a = —0.5y £ =0.3
se observan los dos minimos correspondientes a las dos ESQPT, como también se observan en la
representacion de la densidad de niveles, en ese caso como maximos.
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Figura 3.33: Razon de participacién para distintos valores de £ (con o = —0.5), a la izquierda, y de «

(con £ = 0.5), a la derecha, del modelo LMG anarménico con N = 100.
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Figura 3.34: A la izquierda, diferencia de energia y, a la derecha, densidad de niveles para el modelo
LMG anarmoénico, con £ = 0.3, alpha = —0.5y N =100 .
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CAPITULO

Resumen y Conclusiones

En este trabajo se han estudiado dos sistemas cuanticos diferentes: el oscilador cuértico y el

modelo de Lipkin-Meshkov-Glick. Para ello, se han desarrollado varios programas de célculo, tanto de

diagonalizacion de las matrices Hamiltoniano como de calculo y representacién de algunas magnitudes de

interés en la identificacién y estudio de las QPTs y ESQPTs presentes en estos sistemas. Respecto a las

transiciones de fase cuanticas observadas en este trabajo, se han alcanzado las siguientes conclusiones:

Tanto el oscilador cuartico como el modelo LMG, en sus dos versiones, presentan una transicion
de fase cudntica de estado fundamental de segundo orden. El oscilador cuartico presenta una
QPT de segundo orden respecto al parametro de control Be del Hamiltoniano, y el modelo LMG,
tanto el simplificado como el anarmonico, respecto al pardmetro de control £ con punto critico
en & = 0.2. Estas QPTs se han identificado mediante el cdlculo de la fidelidad cudntica y la
susceptibilidad de la fidelidad del estado fundamental para los dos sistemas cuanticos.

El oscilador cuartico presenta, ademas, una transicién de fase cuantica de estado fundamental de
primer orden respecto al parametro B; del Hamiltoniano. Esto se ha podido obervar también en
la representacién de la fidelidad cuantica y la susceptibilidad del estado fundamental.

Se ha representado el potencial cuartico con distintos valores de los pardametros By, Bo y B3 con
el fin de analizar los cambios en las transiciones de fase cuanticas que muestra este sistema. En
potenciales de doble pozo simétrico, Bs < 0 y B; = B3 = 0, aparece una ESQPT a la altura
de la barrera de potencial que separa los pozos. Esta misma ESQPT aparece también en los
potenciales de doble pozo asimétrico, Bo < 0y By # 0 o B3 # 0.

El modelo LMG simplificado presenta una ESQPT cuando el pardmetro £ > &. con una separatriz
recta horizontal en E = 0. Cuando £ > ., los niveles presentan degeneracién en energias
negativas que se rompe al subir a energias positivas.

El modelo LMG anarmoénico presenta dos separatrices asociadas a sendas ESQPTs. Estas
separatrices distinguen diferentes regiones donde los estados estan doblemente degenerados de
otras donde se rompe la degeneracién. Estos resultados, asi como los del modelo LMG simplificado
muestran los mismos resultados en el anélisis de ESQPTs para las paridades positivas y negativas
de los autoestados.
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e Como se ha demostrado para el potencial cuartico y el modelo LMG en sus dos versiones, las
magnitudes AFE, p(F) e IPR han servido para identificar los puntos criticos de las ESQPTs.

Ademéds, un articulo sobre los resultados obtenidos en este trabajo se encuentra en preparacién para su
publicacién en la revista American Journal of Physics.
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APPENDIX

Resultado del oscilador cuartico puro

A.1 Autovalores y autovectores

Tabla A.1: Autovalores y autovectores pares del oscilador cudrtico puro con K =1y £ = v/2

n 0 2 4 6 8
E 2.671945 18.787182 40.977234 95.559975 159.765668
Co -9.785609e-01 -1.611882e-01 1.035611e-01 5.825129e-02 3.605073e-02
C2 2.030033e-01 -7.294747e-01 4.316171e-01 3.257393e-01 2.402560e-01
Cq -2.773389e-02 5.663723e-01 1.586881e-01 2.771244e-01 3.269941e-01
C6 -1.166426e-02 -3.148436e-01 -4.839981e-01 -2.872077e-01 -1.366608e-01
cs 1.416149e-02 1.398852e-01 5.192173e-01 6.173930e-04 -1.754875e-01
cio ~—9.016864e-03 -4.505504e-02 -4.118984e-01 2.758408e-01 2.743856e-01
C12 4.311780e-03 2.996651e-03 2.725124e-01 -4.228751e-01 -1.606238e-01
cia —1.474724e-03 1.078776e-02 -1.543466e-01 4.423843e-01 -4.590366e-02
C16 1.324578e-04 -1.195579e-02 7.266895e-02 -3.808909e-01 2.372312e-01
c18 3.352514e-04 8.870743e-03 -2.430848e-02 2.862077e-01 -3.577359e-01
co0 ~—3.893332e-04 -5.308572e-03 3.157357e-05 -1.914003e-01 3.979703e-01
C22 2.952550e-04 2.588374e-03 9.368868e-03 1.134405e-01 -3.748399%e-01
coq4  —1.794163e-04 -9.023035e-04 -1.087025e-02 -5.745956e-02 3.139360e-01
C26 8.863444e-05 3.268996e-05 8.963977e-03 2.178802e-02 -2.386784e-01
cog —3.139243e-05 3.128345e-04 -6.157683e-03 -1.874540e-03 1.657008e-01
C30 1.440985e-06 -3.741937e-04 3.628452e-03 -7.285950e-03 -1.043068e-01
C32 1.066051e-05 3.109407e-04 -1.775543e-03 9.950574e-03 5.792511e-02
c34  -1.293520e-05 -2.136116e-04 6.070423e-04 -9.233770e-03 -2.613986e-02
C36 1.082869e-05 1.251448e-04 2.413612e-05 7.152597e-03 6.523510e-03
c3g —7.480396e-06 -6.030363e-05 -2.944263e-04 -4.857438e-03 4.026779e-03
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A.2. Elementos de matriz de (X) y (X?)

Tabla A.2: Autovalores y

autovectores impares del oscilador cudrtico puro con K =1y £ = /2

n 1 3 5 7 9
E 9.574576 29.34292 53.517346 80.883398 110.82557377
c1 8.948480e-01 -3.341243e-01 -2.196592e-01 1.425809e-01 9.691145e-02
c3 4.176114e-01 -4.681026e-01 -4.132794e-01 3.729916e-01 3.141810e-01
Cs -1.521701e-01 5.960652e-01 1.195133e-01 6.784612e-02 1.889288e-01
cr 3.624695e-02 -4.589562e-01 2.597273e-01 -3.007936e-01 -2.568275e-01
Coy 4.445624e-03 2.811614e-01 -4.554175e-01 2.025887e-01 1.725959e-02
c11 —1.324092e-02 -1.430709e-01 4.730015e-01 4.069170e-02 2.011940e-01
c13 1.111619e-02 5.722053e-02 -3.902688e-01 -2.631460e-01 -2.502123e-01
c15 —6.830883e-03 -1.239697e-02 2.760675e-01 3.906515e-01 1.452371e-01
c17 3.337445e-03 -6.496760e-03 -1.709733e-01 -4.190742e-01 3.199855e-02
c1g -1.180164e-03 1.149101e-02 9.143948e-02 3.771275e-01 -2.033592e-01
C21 9.715391e-05 -1.032876e-02 -3.921656e-02 -2.996469e-01 3.224873e-01
C23 3.158335e-04 7.272430e-03 9.296718e-03 2.143906e-01 -3.756267e-01
Cco5 —3.828652e-04 -4.299379e-03 5.099771e-03 -1.383813e-01 3.710123e-01
Ca7 3.088340e-04 2.095113e-03 -1.004139e-02 7.918893e-02 -3.269220e-01
Cco9 ~—2.025805e-04 -7.194946e-04 1.001704e-02 -3.791389e-02 2.628272e-01
c31 1.112089e-04 -6.452363e-06 -7.920965e-03 1.211986e-02 -1.945142e-01
c33 —4.808776e-05 3.055720e-04 5.385935e-03 1.979131e-03 1.324010e-01
C35 1.118618e-05 -3.639899e-04 -3.184982e-03 -8.176897e-03 -8.183274e-02
C37 6.620757e-06 3.103657e-04 1.575204e-03 9.617322e-03 4.429412e-02
c39g ~—1.261742e-05 -2.215937e-04 -5.457877e-04 -8.593303e-03 -1.881850e-02

A.2 Elementos de matriz de (X) y (X?)

Tabla A.3: Elementos de matriz de (X), , para el oscilador cuartico puro con K =1y & = V2

n’ \ n 0 2 4 6 8
1 -0.756967  0.925211 -0.046804  0.002163  0.000098
3 -0.040899  1.056952 -1.162350  0.056062  0.002541
5 -0.001923  0.051879 -1.251621  1.329768  0.062890
7 0.000088 -0.002371  0.059678 ~-1.399705 ~-1.463294
9 0.000004 -0.000107  0.002689 =-0.065798 -1.521802
11 0.000000  0.000005 -0.000120  0.002940  0.070935
13 0.000000  0.000000 -0.000005  0.000131  0.003152
15 0.000000  0.000000  0.000000 =-0.000006 =-0.000139
17 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000006
19 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000
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A. Resultado del oscilador cuéartico puro

n’ \' n 10 12 14 16 18
1 0.000004 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
3 0.000114 -0.000005 0.000000 0.000000 0.000000,
5 0.002821 -0.000126 -0.000006 0.000000 0.000000
7 -0.068464 0.003050 0.000135 0.000006 0.000000
9 -1.576135 0.073243 0.003248 0.000143 -0.000007
11 1.626964 -1.674805 -0.077463 -0.003423 0.000150
13 0.075413 -1.720062 -1.763057 -0.081275 0.003545,
15 -0.003338 0.079409 1.804047 1.843256 -0.084645
17 0.000146 -0.003500 -0.083086 -1.881036 1.917457,
19 -0.000007 0.000156 0.003618 0.086038 -1.951485

Tabla A.4: Elementos de matriz de (X 2>n,n/ para el oscilador cudrtico puro con K =1y & = v/2 para
n par

n’ \ n 0 2 4 6 8

0 0.574675 -0.743682 -0.085380 -0.006611 -0.000434
2 -0.743682 1.975861 1.336926 0.133569 0.009672
4 -0.085380 1.336926 2.923372 1.813339 0.173101
6 -0.006611 0.133569 1.813339 3.734943 2.232293
8 -0.000434 0.009672 0.173101 2.232293 4.466116
0.000026 -0.000609 -0.012183 -0.208087 -2.614573
0.000001 -0.000035 -0.000753 -0.014405 -0.240168
14 0.000000 0.000002 0.000043 0.000879 0.016445
0.000000 0.000000 -0.000002 -0.000050 -0.000995
0.000000 0.000000 0.000000 0.000003 0.000057

Tabla A.5: Elementos de matriz de (X 2>n7n/ para el oscilador cudrtico puro con K =1y £ = v/2 para
n impar

n’ \ n 1 3 5 7 9

1 1.431210 1.063387 0.110919 -0.008225 -0.000526
3 1.063387 2.473027 1.584443 -0.154073 -0.010975
5 0.110919 1.584443 3.341496 -2.028321 -0.191029
7 -0.008225 -0.154073 -2.028321 4.108669 2.427235
9 -0.000526 -0.010975 -0.191029 2.427235 4.809794
1 0.000031 0.000684 0.013322 -0.224429 -2.7956377

0.000002 0.000039 0.000817 -0.015444 -0.255386,
15 0.000000 -0.000002 -0.000047 0.000938 0.017413

0.000000 0.000000 0.000003 -0.000053 -0.001049

0.000000 0.000000 0.000000 0.000003 0.000061
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APPENDIX

Programas Python del Oscilador Cuartico

B.1 Programa de diagonalizacion

import numpy as np
#
# DIAGONALES DE LA MATRIZ #
#
def diag0(i,k,B1,B2,B3,xi):
diag0=((4*k**-1*xi**-2)+(3.*xi**4)+(B2*xxi**x2))*i + (1.5xxi**x4* ix(i-1)) + ((4xkx*x
“1xxi**x-2) + (1.5xxi*x4) + (B2*xi**2))
/2.
return diagO
def diagl1(i,k,B1,B2,B3,xi):
diagl=((B1*xi)+(1.5*B3*xi**3))/np.sqrt(2.)*(np.sqrt(i)) + (3.*xi**3*B3/np.sqrt(8)
)*((i-1)*np.sqrt (i))
return diagl
def diag2(i,k,B1,B2,B3,xi):
diag2=((-2*k**x-1*xi**x-2) + (1.5*xi**4) + (B2*xi#**2/2.)) *np.sqrt(i*(i-1.)) + ((xi
*%4.) * (i-2.)#*np.sqrt(i*(i-1.)))
return diag2
def diag3(i,k,B1,B2,B3,xi):
diag3=(xi**3 * B3 * np.sqrt(i*(i-1.)*(i-2.)))/np.sqrt(8.)
return diag3
def diag4(i,k,B1,B2,B3,xi):
diag4=0.25*xi**4 * np.sqrt(i*(i-1.)*(i-2.)*(i-3.))
return diag4éd
#
# ESCRITURA DE LA MATRIZ
#
def mat(N=20,k=1.0,B1=0.0,B2=0.0,B3=0.0,xi=1): # igual a usar mat_parity(..... s
parity=False)
"""Escribe la matriz Hamiltoniano
N: dimension de la matriz
k, B1, B2, B3, xi= parametros del Hamiltoniano
wn
A = np.zeros ((N,N))
for i in range(O,N):

o1
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B.1. Programa de diagonalizacién

A[i,i]=diag0(i,k,B1,B2,B3,Xi)
for j in range(O,N):

if j==i-1:
A[j,i]l=diagl(i,k,B1,B2,B3,xi)
if j==i-2:
Alj,il=diag2(i,k,B1,B2,B3,xi)
if j==i-3:
Alj,i]=diag3(i,k,B1,B2,B3,xi)
if j==i-4:

Alj,il=diag4(i,k,B1,B2,B3,xi)
return A
#
### ESCRITURA DE MATRIZ SEPARADA POR PARIDAR
###### SOLO PARA B1=B3=0
#
def mat_parity(N=20,k=1.0,B2=0.0,xi=1,parity=’even’):
"""Escribe la matriz Hamiltoniano separada por paridad
N: dimension de la matriz
k, B1, B2, B3, xi: parametros del Hamiltoniano
nwon
A = np.zeros ((N,N))
if parity==’even’:
for i in range(0,N*x2-1,2):
Ali//2,i//2]=diag0(i=1,k=k,B1=0,B2=B2,B3=0,xi=xi)
for j in range(-1,2*N-1,2):

if j==i-1:
Alj//2,i//2]=diag2(i=i,k=k,B1=0,B2=B2,B3=0,xi=xi)
if j==i-3:

Alj//2,i//2]=diag4 (i=i,k=k,B1=0,B2=B2,B3=0,xi=xi)
if parity==’odd’:
for i in range(1,2%N,2):
Ali//2,i//2]=diag0(i=1,k=k,B1=0,B2=B2,B3=0,xi=x1i)
for j in range(0,2%*N,2):

if j==i-1:
Alj//2-1,i//2]=diag2(i=i,k=k,B1=0,B2=B2,B3=0,xi=xi)
if j==i-3:

Alj//2-1,i//2]=diag4(i=i,k=k,B1=0,B2=B2,B3=0,xi=xi)

return A
#
# DIAGONALIZACION
#
def QOPot(M=10,N=20,k=1.0,B1=0.0,B2=0.0,B3=0.0,xi=1):
"""Calcula autovalores y autovectores despues de calcular la matriz
N: dimension de la matriz
M: numero de autovalores para calcular
k, B1, B2, B3, xi: parametros del Hamiltoniano
nwnn
aval ,avec= np.linalg.eigh(mat(N,k,B1,B2,B3,xi), UPLO="U")
M_aval=avall[:M]
M_avec=avec [:N, : M]
return (M_aval, M_avec)

### DIAGONALIZACION CON PARIDAD

def QOPot_parity(M=10,N=20,k=1.0,B1=0.0,B2=0.0,B3=0.0,xi=1,parity=’even’):
"""Calcula autovalores y autovectores despues de calcular la matriz
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N: dimension de la matriz

M: numero de autovalores para calcular

k, B1, B2, B3, xi: parametros del Hamiltoniano

"o

aval ,avec= np.linalg.eigh(mat_parity(N,k,B2,xi,parity), UPLO="U")
M_aval=avall[:M]

M_avec=avec[:N, : M]

return (M_aval, M_avec)

#

#

#ANALISIS DE CONVERGENCIA DE AUTOVALORES

#

def QOPot_conv_aval(M=10,N=20,k=1.0,B1=0.0,B2=0.0,B3=0.0,xi=1,t0l1=10**-6,Nmax=1000,dN

=5):

"""Calcula aval y avec hasta que se alcanza convergencia para una tol
N: dimension de la matriz
M: numero de autovalores para calcular
k, B1, B2, B3, xi: parametros del Hamiltoniano
Nmax: dimension maxima de stop
dN: dimension que se aumenta la matriz para cada calculo de convergencia
while (N<=Nmax):

aval_M1,avec_M1 QO0Pot (M, N, k, B1, B2, B3, xi)

aval_M2,avec_M2 = QOPot(M, N+dN, k, B1, B2, B3, xi)

M_aval_M1 = aval_M1[:M]

M_aval_M2 aval_M2[:M]

M_avec_M2 = avec_M2[:,:M]

dif=abs(M_aval_M2-M_aval_M1)

if any(dif > tol):

N = N + dN
else:

break
return(M_aval_M2, M_avec_M2, N)

B.2 Programa de calculo de funciones de onda

import numpy as np
from matplotlib import pyplot as plt
def expHO1D (X):

"""Calcula la parte exponencial de las funciones de onda del 0OA, para un rango
desde -x a x con y valores intermedios

import numpy as np

exp=np.exp (-X*X/2.)

return exp

def normHO1D(n):

"""Construye un vector de dimension (n filas, 1 colunma) con la normalizacion
para n funciones de onda del HO
monodimensional """

import numpy as np

norm = np.zeros((n,1))

norm[0,0]=1./(np.pi**(1./4.))

for i in range(1l,n):

norm[i,0]=norm[i-1,0]/np.sqrt(2.*(1))
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def

def

return norm
psi(M=10, N=20, k=1., B1=0., B2=0., B3=0., xi=1, Xn=1000, Xif=2.5):
"""Calcula las Psi(x) de los M primeros autovalores en un intervalo x: (-Xif,Xif)
con Xn puntos"""
import numpy as np
from mat import QOPot
aval, avec= QOPot(M, N, k, B1, B2, B3, xi)
nor_avec = normHO1D(N) * avec|[:N,:]
X = np.linspace(-Xif, Xif, Xn)
exp = expHO01D(X)
psi = exp * np.polynomial.hermite.hermval (X, nor_avec)
return (psi, Xn, Xif, aval)
plot_psi(M=10, N=20, k=1., B1=0., B2=0., B3=0., xi=1, Xn=1000, Xif=2.5):
import numpy as np
from matplotlib import pyplot as plt
"""Representa las funciones de onda del oscilador cuartico
"o
psi_val ,Xn,Xif ,aval=psi(M, N, k, B1, B2, B3, xi, Xn, Xif)
X=np.linspace (-Xif ,Xif ,Xn)
V_x = X**%4 / (xi**2) + B3 * xi**3 * X#*+%3 + B2 * xi#**x2 * X**2 + Bl * xi * X
plt.figure(figsize=(10,10))
plt.plot(X,V_x,’g’)
M_x=np.ones ([M,Xn])
for i in range(O0,M):
psi_vall[i,:]=psi_valli,:]**2 + avall[i]
M_x[i,:] = avall[i]
plt.plot(X, psi_valli,:]1,’k’)
#plt.plot (X, M_x[i],’k’) #Representar lineas de niveles
plt.ylim(aval[0]-1,aval [M-1]+1)
plt.ylabel (’E’)
plt.xlabel (°X?)
plt.show ()
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APPENDIX

Programas Python del modelo de Lipkin-Meshkov-Glick

C.1 Programa para el cidlculo de autoestados del modelo simplifi-

cado

import numpy as np

def

#

H##H#

#

#H##

#AH#

LMGO_parity(N=4, xi=0.5,parity=True,par=’even’,e_n=True,exc=True):
"""Autovalores y autovectores - LMGO (simplificado) con o sin paridad
dimension de la matriz N+1

N: numero de particulas

xi:parametro del Hamiltomiano

parity: si True, se separan matrices por paridad.

par: cuando parity=True, se elige paridad ’even’ o ’odd’

e n: si True, aval = E/N

exc: si True, aval = energia de excitacion
PARIDAD ON

if parity:

CASOS PARES

if par==’even’:
matriz=np.zeros ([N//2+1,N//2+1])
for i in range(O,N//2+1):
ms = -N/2 + 2xi
matriz[i,i]l=diag0(ms,N,xi)
for i in range(1,N//2+1):
ms = -N/2 + 2xi

matriz[i-1,i]l=diag2(ms,N,xi)
CASOS IMPARES
elif par==’odd’:

if N%2==0: #cuando N es par
matriz=np.zeros ([N//2,N//2])
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for i in range(0,N//2):
ms = -N/2 + 1 + 2x*i
matriz[i,i]=diag0O(ms, N, xi)
for i in range(1,N//2):
ms = -N/2 + 1 + 2%i
matriz[i-1,i]l=diag2(ms, N, xi)
else: #cuando N es impar
matriz=np.zeros ([N//2+1,N//2+1])
for i in range(O0,N//2+1):
ms = -N/2 + 1 + 2x*i
matriz[i,i]=diag0(ms, N, xi)
for i in range(1,N//2+1):
ms = -N/2 + 1 + 2xi
matriz[i-1,i]l=diag2(ms, N, xi)

#
#H# PARIDAD OFF
#
else:
matriz=np.zeros ([N+1,N+1])
for i in range (0, N+1):
ms = -N/2 + i
matriz[i,i]l=diag0(ms, N, xi)
for i in range(2, N+1):
ms = -N/2 + i
matriz[i-2,i]=diag2(ms, N, xi)
#
#H# PRINTS
#
Aval, Avec = np.linalg.eigh(matriz, UPLO="U")
if e_n:
Aval=Aval/N
if exc:
Aval=Aval-Avall[O0]
return Aval, Avec
#
#H#H ESCRITURA DE DIAGONALES
#

def diagO(ms, N, xi):
return (1-xi)*(ms+N/2) + 2*xi*ms/N - 2*xxi/N*(N/2*(N/2+1)-ms*(ms-1))
def diag2(ms, N, xi):
return - xi/N * np.sqrt ((N/2*x(N/2+1)-ms*(ms-1))*(N/2*(N/2+1)-(ms-1)*(ms-2)))

C.2 Programa para el calculo de autoestados del modelo anarmoénico

import numpy as np
def LMG1_parity(N=4, xi=0.5, a=0,parity=True,par=’even’,e_n=True,exc=True):
"""Autovalores y autovectores - LMG1 anarmonico con o sin paridad
dimension de la matriz N+1
N: numero de particulas
xi, a: parametro del Hamiltoniano
parity: si True, se separan matrices por paridad.
par: cuando parity=True, se elige paridad ’even’ o ’odd’
e_n: si True, aval = E/N
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#
HH#H#
#

#
HH#H
#

#
HAHRH
#

#
HH#H#
#

#
HARH
#

exc:

"wan

if

si True, aval = energia de excitacion

PARIDAD ON
parity:
CASOS PARES

if par==’even’:
matriz=np.zeros([N//2+1,N//2+1])
for i in range(O,N//2+1):
ms = -N/2 + 2x*i
matriz[i,i]l=diag0(ms,N,xi,a)
for i in range(1,N//2+1):
ms = -N/2 + 2xi
matriz[i-1,i]J=diag2(ms,N,xi)

CASOS IMPARES

elif par==’odd’:
if N%2==0: #cuando N es par
matriz=np.zeros([N//2,N//2])
for i in range(0,N//2):
ms = -N/2 + 1 + 2%*i
matriz[i,i]=diag0(ms, N, xi, a)
for i in range(1,N//2):
ms = -N/2 + 1 + 2xi
matriz[i-1,i]l=diag2(ms, N, xi)
else: #cuando N es impar
matriz=np.zeros ([N//2+1,N//2+1])
for i in range(0,N//2+1):
ms = -N/2 + 1 + 2xi
matriz[i,i]=diagO(ms, N, xi, a)
for i in range(1,N//2+1):
ms = -N/2 + 1 + 2xi
matriz[i-1,i]l=diag2(ms, N, xi)

PARIDAD OFF

else:

matriz=np.zeros ([N+1,N+1])
for i in range (0, N+1):
ms = -N/2 + i
matriz[i,i]l=diag0(ms, N, xi, a)
for i in range(2, N+1):
ms = -N/2 + i
matriz[i-2,i]J=diag2(ms, N, xi)

PRINTS

Aval, Avec = np.linalg.eigh(matriz, UPLO="U")

if

if

e_n:
Aval=Aval/N

exc:
Aval=Aval-Aval[O0]

return Aval,Avec
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#
HHHAH ESCRITURA DIAGONALES
#
def diagO(ms, N, xi, a):
return (1-xi)*(ms+N/2) + 2*xi*ms/N - 2xxi/N*(N/2*(N/2+1)-ms*(ms-1)) + xi*N + a *
(ms**2/N + ms + ms/N + 0.25*%N + 1/N)

def diag2(ms, N, xi):
return - xi/N * np.sqrt((N/2*(N/2+1)-ms*(ms-1))*(N/2*x(N/2+1)-(ms-1)*(ms-2)))
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